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Mjerenje	i	pogreška

Prava	vrijednost	se	ne	može	odrediti!
Razlučivanje	je	ograničeno!
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1. Pogreške 
 
Zadatak nekoga fizikalnog mjerenja jest utvrditi brojčanu vrijednost neke 
fizikalne veličine. Međutim, budući da je svako mjerenje podložno 
mnogobrojnim, često nekontroliranim vanjskim utjecajima, a k tomu je i oštrina 
ljudskog razlučivanja kao i razlučivanja mjernih instrumenata ograničena, 
pojedinačni se rezultati mjerenja neće potpuno podudarati. Neka je prava 
vrijednost mjerene fizikalne veličine X*. Tada rezultat pojedinog mjerenja x 
odstupa od prave vrijednosti X* te veličine, a odstupanje 
 

ΔX x X* *= −     (1) 
 
naziva se pravom pogreškom dotičnog mjerenja. Cilj uzastopnih mjerenja i 
računa pogrešaka jest što pouzdanije odrediti pravu vrijednost fizikalne 
veličine, odnosno dati granice pogreške unutar kojih se najvjerojatnije nalazi 
prava vrijednost. Svako iskazivanje rezultata mjerenja koje uz rezultat ne daje i 
podatak o njegovoj točnosti, bezvrijedno je. 
 
Razlikujemo tri vrste pogrešaka: 
 
Sistematske pogreške uzrokovane su sistemom mjerenja. One su ponovljive i 
prilikom ponavljanja mjerenja javljaju se u istom smjeru i iznosu. Primjeri su 
takvih pogrešaka pogrešno baždarene skale, pomaknuti nulti položaji 
instrumenata ili promjene duljine skale zbog temperature okoliša. Ove vrste 
pogrešaka mogu se otkloniti ili smanjiti provjerom i poboljšanjem aparature. 
Ako smo svjesni mogućnosti nastanka sistematske pogreške u nekome 
mjerenju, često je moguće osmisliti eksperiment tako da se takve pogreške 
ponište. Npr., ako sumnjamo u ispravnost nultog položaja instrumenta, mjerit 
ćemo traženu veličinu jednako puta s obiju strana nultog položaja. 
 
Grube pogreške mogu nastati naglim poremećajem u okolini ili u mjernom 
uređaju, a mogu nastati i ljudskim propustom, npr. netočnim očitavanjem 
mjerne skale ili pogrešno upisanim iznosom mjerne veličine. 
 
Slučajne pogreške mogu se smanjivati, ali se ne daju potpuno izbjeći. Njihov je 
uzrok u nestalnosti okoline i mjernog uređaja. Boljom izolacijom od okoline i 
savršenijim uređajem mogu se smanjivati slučajne pogreške do granica 
tehnoloških mogućnosti. Bez obzira na to radimo li manje ili više savršenim 
uređajem i njegovim okružjem, moramo razmatrati slučajne pogreške koje su 
preostale. One se unutar jedne serije mjerenja razlikuju po smjeru i iznosu. 

x =	rezultat	pojedinog	mjerenja
X*	=	prava	vrijednost

ΔX*	=	prava	(stvarna)	pogreška
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Rezultat pojedinog	mjerenja	
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informaciju	o	pravoj	
vrijednosti
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pravoj	vrijednosti	potreban	 je	

i	rezultat	mjerenja	i	
POGREŠKA	MJERENJA!

x

ΔX



Mjerenje	i	pogreška

Svako	iskazivanje	rezultata	mjerenja	koje	uz	rezultat	ne	
daje	i	podatak	o	pogrešci	je	bezvrijedno!

rezultat	mjerenja	=	x Ne	znamo	gdje	
se	X*	nalazi

x

x

rezultat	mjerenja	=	x	± ΔX
X*	se	nalazi	u	
intervalu	± ΔX	
oko	mjerene	
vrijednosti	 x



Cilj	mjerenja

što	preciznije i	točnije odrediti	vrijednost	veličine

X*

x

X*

x

X*

x

A

B

C

Mjerenje B	je	TOČNIJE	od	mjerenja	A:	
rezultat	mjerenja	x	nalazi	 se	bliže	stvarnoj	

vrijednosti	X*

Mjerenje C	je	PRECIZNIJE	od	mjerenja	A	i	B:	
greška	rezultata	mjerenja	x	je	manja



Preciznost	i	točnost
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Preciznost	i	točnost
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Višestruka	
ponavljanja	
mjerenja!



Kako	odrediti	rezultat	mjerenja	i	pogrešku
Redni	broj	
mjerenja

Rezultat	pojedinog	
mjerenja

1 x1
2 x2
3 x3
4 x4
… ...

i xi
… …

n-2 xn-2
n-1 xn-1
n xn

4  Obrada rezultata mjerenja 
  

mjerenja s , , ,... . Iz tog niza mjerenja izračunava se aritmetička 

sredina, tj. srednja vrijednost 
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koju uzimamo kao najvjerojatniji iskaz nepoznate prave vrijednosti X*. 
 

Srednja kvadratna pogreška pojedinog mjerenja  (nepreciznost 
mjerenja, standardna devijacija pojedinog mjerenja) 

m

Srednja pogreška pojedinog mjerenja jest mjera odstupanja pojedinih vrijednosti 
 od srednje vrijednosti  xi x : 

1

)(
1

2

−

−
= ∑ =

n
xx

m
n

i i
.    (3) 

Očito je da za dovoljno velik broj mjerenja (obično n≈10) veličina m poprima 
ustaljenu vrijednost, tj. ne mijenja se znatno ako dodatno povećavamo broj 
mjerenja. Ona iskazuje prosječno rasipanje rezultata mjerenja, što je posljedica 
nesavršene preciznosti uređaja. 
 
Srednja kvadratna pogreška aritmetičke sredine  (nepouzdanost, 
standardna devijacija aritmetičke sredina ili skraćeno standardna 
pogreška)) 

Mn

Ako izvedemo veći broj mjerenja, možemo očekivati da će mjerena fizikalna 
veličina biti pouzdanije određena. Mjera za nepouzdanost je srednja kvadratna 

pogreška aritmetičke sredine , koja je za faktor Mn 1/ n  manja od srednje 
pogreške pojedinog mjerenja, (nepreciznosti uređaja): 
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Vjerojatnost da se prava vrijednost mjerene veličine nalazi u intervalu 

nn MxXMx +≤≤− *  iznosi 68,3%, a vjerojatnost da se ona nalazi u 

intervalu nn MxXMx 33 * +≤≤−  iznosi 99,9%. 

Formula je izvedena tako da je na izraz za srednju vrijednost (2) primijenjena 
relacija za ovisna mjerenja (13) pri čemu je uzeto u obzir da je pogreška svakog 
mjerenja m. Nepouzdanost  ovisi o broju mjerenja pa stoga treba indeksom n 
naznačiti na koji se broj mjerenja navedena vrijednost odnosi. Većim brojem 

mjerenja možemo znatno smanjiti M

Mn

n, no budući da funkcija n  raste sporije od 
linearne funkcije n, moramo se mjereći neku fizikalnu veličinu odlučiti za 

Srednja	vrijednost
(aritmetička	sredina)

=	najvjerojatniji	iskaz	prave	
vrijednosti	X*
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REZULTAT	MJERENJA:



Interpretacija	rezultata	mjerenja
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nesavršene preciznosti uređaja. 
 
Srednja kvadratna pogreška aritmetičke sredine  (nepouzdanost, 
standardna devijacija aritmetičke sredina ili skraćeno standardna 
pogreška)) 

Mn

Ako izvedemo veći broj mjerenja, možemo očekivati da će mjerena fizikalna 
veličina biti pouzdanije određena. Mjera za nepouzdanost je srednja kvadratna 
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Vjerojatnost da se prava vrijednost mjerene veličine nalazi u intervalu 

nn MxXMx +≤≤− *  iznosi 68,3%, a vjerojatnost da se ona nalazi u 

intervalu nn MxXMx 33 * +≤≤−  iznosi 99,9%. 

Formula je izvedena tako da je na izraz za srednju vrijednost (2) primijenjena 
relacija za ovisna mjerenja (13) pri čemu je uzeto u obzir da je pogreška svakog 
mjerenja m. Nepouzdanost  ovisi o broju mjerenja pa stoga treba indeksom n 
naznačiti na koji se broj mjerenja navedena vrijednost odnosi. Većim brojem 

mjerenja možemo znatno smanjiti M

Mn

n, no budući da funkcija n  raste sporije od 
linearne funkcije n, moramo se mjereći neku fizikalnu veličinu odlučiti za 

x

Mn

interval	u	kojemu	očekujemo	
da	se	prava	vrijednost	nalazi



Zašto	je	to	tako	(od	kuda	formule)?

2  Obrada rezultata mjerenja 
  

Ponavljanjem mjerenja one se mogu matematički obraditi i odrediti tražene 
granice unutar kojih najvjerojatnije počiva prava vrijednost dotične fizikalne 
veličine. 
Slučajne pogreške (označimo ih ixΔ ) slijede Gaussovu ili normalnu raspodjelu: 
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Pri čemu je G( ixΔ ) vjerojatnost da pogreška poprimi vrijednost , a σ 
standardna devijacija raspodjele. Slika 1 prikazuje Gaussove raspodjele za 
nekoliko standardnih devijacija. Raspodjela je normirana, tj. ukupna površina 
ispod krivulje, ili vjerojatnost da pogreška poprimi bilo koju vrijednost, jednaka 
je jedinici. Integriranjem raspodjele u granicama ± σ, odnosno ±2σ, dobiva se 
0,68 odnosno 0,95 što znači vjerojatnost 68%, odnosno 95% da pogreška 
poprimi vrijednost iz intervala ± σ, odnosno ±2σ. 
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Pogreške	mjerenja	su	slučajne	i	
slijede	Gaussovu (normalnu)	

raspodjelu:



Koliko	je	mjerenja	potrebno?

Obrada rezultata mjerenja  5 

povoljan odnos nepouzdanosti mjerenja (želimo što manji iznos) i broja 
ponavljanja mjerenja (što uključuje i trajanje mjerenja). 
Slika 2 prikazuje graf ovisnosti Mn o broju mjerenja. Do n ≈ 10, Mn naglo 
opada, a zatim se sporo približava apscisi. Očito, nema smisla raditi više od 
desetak mjerenja. 
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Slika 2 
 
  
Relativna nepouzdanost definirana je omjerom nepouzdanosti i srednje 
vrijednosti: 

%100⋅=
x

MR n
M     (5) 

 
Maksimalna apsolutna pogreška jest najveće odstupanje pojedinačnog 
mjerenja od srednje vrijednosti (2):  

maxixxx −=Δ     (6) 
Često u nekom nizu mjerenja sve očitane vrijednosti imaju isti iznos. To se 
primjerice događa ako običnim metrom koji ima milimetarsku podjelu mjerimo 
geometrijski pravilan predmet. U takvim je slučajevima izračunana srednja 
kvadratna pogreška Mn jednaka nuli, što ne znači da je predmet izmjeren 
apsolutnom preciznošću. Tada procjenjujemo maksimalnu pogrešku koju 
također označavamo s xΔ  i  s njom dalje računamo kao da se radi o 
maksimalnoj apsolutnoj pogrešci iz jednadžbe (6). 
 
Rezultat mjerenja piše se u obliku 

(obično)	desetak	mjerenja



Korisne	napomene

Relativna	nepouzdanost:

Maksimalna	apsolutna	pogreška:

Zapis	rezultata	(na	koliko	decimala????):
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Korisna kada	ne	znamo	Mn,	
tj.	kad	nam	je	pogreška	
zadana	preciznošću	

instrumenta

6  Obrada rezultata mjerenja 
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ili, ako ne poznajemo Mn, u obliku 
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Δ
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Zaokružuje	se	na	prvu	
decimalu	 različitu	 od	0Zaokružuje	se	na	broj	

decimala	 sukladno	Mn



Primjeri	dobro	i	loše	napisanih	rezultata

L =	(10,5	± 0,1)cm	

L =	(10,5111	± 0,1)cm	

L =	(10,5111	± 0,1035)cm	

L =	10,5	± 0,1	cm	

L =	10,5	cm	± 0,1	

L =	10,5111	cm
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Uvod	u	fizički	praktikum	(osnove	obrade	rezultata	mjerenja)

Npr.	Požek&Dulčić – Fizički	praktikum	I	i	II

http://www.phy.pmf.unizg.hr/~dpajic/buksa/praktikum/0_ObradaRezultataMjerenja.pdf



Hvala	na	pažnji!

Slijedi	radionica	 - primjeri


